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PROPRIETE D'EXTENSION POUR LES COMPACTS ET 
RETRACTES ABSOLUS 
By 
Robert CAUTY 
Abstract. We prove that a (}-compact metric space having the 
compact extension property is an AR. This solves the problem ANR 
13 of West's list [5]. 
1. Introduction 
Tous !es espaces considみesdans eel article sonl supposes metrisables et 
separables 
Un espace X a lapropriete d'extension (locale) pour Jes compacts si, pour 
tout compact K et tout ferme A de K, toute fonction continue f: A→ X se 
prolonge en une fonction continue de K (d'un voisinage de A) dans %1. Evi-
demment, tout retracte absolu (de voisinage) a la propriete d'extension (locale) 
pour !es compacts, mais la reciproque est fausse (voir [4], [2] et le theoreme 3.8 de 
[I]). Le probleme ANR 13 de [5] demande si la reciproque est vraie lorsque X est 
<J-compact. Le theoreme suivant resout ce probleme. 
THEO旺ME. Soil X un espace a-compact. Si X a la propri紺 d'extension
(locale) pour /es compacts, c'est un retracte absolu (de voisinage). 
La demonstration sera donnee a lasection 4. La section 2 rappelle !es 
ingrもdientsnecessaires pour cette demonstration. Dans la section 3, nous 
montrons que tout espace (a-compact) ayant la propriete d'extension locale pour 
!es compacts est un retracte de voisinage d'un espace (a-compact) ayant la 
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1 Celle propricte est equivalente a lasuivanle, utilise dans la formulation du probleme ANR 13 dans 
[5): pour tout esp、icey et tout compact A de Y, toute fonction continue f : A_,X se prolonge a Y 
(rep. a un voisinage de A) et Ceue equivalence se deduit facilemenl de)'existence d'une fonction 
continue h de Y dans le cube de Hilbert tele que h)A soit un plongement. 
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propri砥 d'extensionpour les compacts, ce qui reduit la demonstration du 
theoreme au cas de la propriもted'extension globale. 
2. Preliminaires 
Nous notons I l'intervale [O, I]. 
ヽLe resultat elementaire sU1vant Jouera un role important. 
LEMME I. Soient Z un espace localement compac1 et Y un ferme de Z. Si X 
a la propriete d'extension (locale) pour /es compacts, a/ors 1ou1e jonction con1inue 
de Y dans X se prolonge en une fonction continue de Z (d'unしoisinogede Y dans 
Z) dcms X. 
証 MONSTRATION. Soit g: Y→ X une fonction continue. Representons Z 
00 sous la fonne Z = U Z OLt 21 est compact et contenu dans l'interieur de 1=1 1>
Z11+l・Soil Y11= rnzn. 
Supposons d'abord que X a la propri函 d'extensionlocale pour les compacts. 
Nous pouvons trouver un sous-ensemble compact 01 de Z1, qui est un voisinage 
de灼 dans21, et une fonction continue h1 : 01→ X prolongeanl g¥ Yi. Sup-
posons avoir construit un voisinage compact 01 de Y1 dans Z1 et une fonction 
continue h1 : 01→ X prolongeant al Y1 U 011-1 (Oo = 0). Definissons une fonc-
t1on contmue U1+1 : Y1+1 U On→ X par 91+1 I Y,+, = (tiY1・rl et 91』01= h1疇 I
existe alors un voisinage compact 01.H de Y,+1 U 01 dans Z1+1 etune fonction 
continue h1+1 : 011+1→ X prolongeant 91+i・ 
Soit O = LJ0:, 1=1 01. Nous defi111ssons une fonction h : O→ X en posant 
hl011 = h1 pour tout n. Puique Z" est contenu dans l'interieur de Z1+1 et que O… 
est un voisinage de o,; cZ1 dans Z1.r1, l'intもrieurde 01+1 relativement a Z 
contient 0,, donc Oest ouvert dans Z. Puisque les interieurs des 01 recouvrent O 
et que h¥011 = h1 est continue, h est continue. Evidemment, h est un prolongement 
de g a l'ouvert 0. 
Si X I a apropriete d extension pour les compacts, nous pouvons supposer 
que 01 = Z1 pour tout n dans l' argument precedent. Alors O = Z, eth est un 
prolongement contmu de g a Z・ ロ
L I e emme suivant est un cas part1culier d' un theoreme de C H. Dowker ([3], 
theoreme I) 
LEMME 2. Soient X, Y deux espaces m如 isables,A un j enne de Y et 
f: (y X {O}) u (A X I)→ X une Jonction continue. Si la restriction de f c1 
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(Yx{O})U(Ax[O 11) , peut se prolonyer continument a un ensemble de la jorme 
(Yx{O})UV' , ouV est un VO/sinage de A x IO,I [ dans Y x [O,I I, a/ors .f a un 
prolongement continu F : Y x I→ X. 
3. Cone Metrisable et Propriete O'extension 
Pour tout espace X, soit C(X) = X x I/ X x {I}. Nous notons n la pro-
jection de X x I sur C(X), v lepoinl冗(Xx {I}), et posons [ふ1]=冗（ふ1).La 
projection de X x I sur X ind uit une fonction r : C(X) ¥ { v}→ 足 etla projection 
de X x I sur I induit une fonction 9: C(X)→ I. Nous definissons une topologie 
sur C(X) en convenant que la restriction de n a X x /0, If est un homeomor-
phisme de X x 10,I I sur C(X)¥ { v}et que les ensembles de la forme炉 (It,I]) 
avec O < 1;< I「ormentune base de voisinages deじ. Les fonctions r et 9 sont 
continues pour cete topologie. Iest facile de verifier que C(X) est regulier et a 
base denombrable, done metrisable. 
PROPOSITION. Si X a la propriete d'extension locale pour !es compacts, a/ors 
C(X) a la propr函(「extensionpour !es compacts. 
DEMONSTRATION. Soient K un compact, A un ferme de K et/: A→ C(X) 
une fonction continue. La「onction:r. = ,9o .f: A→ I est continue. Soit fJ : K —• I 
un prolon°ement con1111u de u. Soient Z = :, (J―1 (10, I[) et Y = Zn A = A¥f渾）．
L'ensernble Z est ouvert dans K, done localement compact, et Y est fermもdans
Z. La fonction q = r o .f: Y→ X est continue. D'apres le lemme I; i existe done 
un voisinage ouvert O de Y dans Z et une fonction continue h: 0→ X qui 
prolonge q. Soir -;: Z→ / une fonction continue tele que戸(0)= Y et戸(I)=
Z¥O D胡nissonsune ronction F : K _,C(X) pa1― 
F(x) = 
{[h(x),min(l,(J(x)+y(x))] si xEO 
1i Si X¢0 
JI est clair que F est continue en tout point de l'ouvert 0. Pour prouver 
la continuite de F en un point x de K¥0, i sufit de montrer qne, pour tout 
F. > 0, i existe un voisinage V de x dans K tel que F(V) c ,9―1 (]F.,1]), ce qui sera 
le cas si (J(y) + y(y) > 1, pour tout y E V n 0. Si x¢Z, alors /J(x) = I,et x a un 
voisinage V tel que {J(y) > e pour tout y E V,d'ou (J(y) + y(y)~(J(y) > f.pour 
y E v no. Si x appartient a Z¥0, alors y(x) = I, etx a unvoisinage V contenu 
dans Z et tel que y(y) > Iipour tout y E V, d'oi、1(J(y) + y(y) :2 y(y) > r,pour 
)IE V. 
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Si x E Y, alors h(x) = g(x) = r o J(入:),fJ(x) = r:1.(x) = 9 o f(x) et y(x) = 0, 
d'ou F(x) = [r o f(x), 9 o f(x)I = f(x), et si x EA¥ Y,alors F(x) = v = f(x), 
done F prolonge j・・ ロ
Identifiant X a冗(XX {O}) C C(X) . r dev1ent une retracuonde l'ouvert 
C(X)¥{v} sur X. Si X est a-compact, i en est de meme de Xx I et de C(X). 
Nous obtenons done le corollaire suivant. 
COROLLACRE. Tout espace (a-compact) ayant la propri韮 c/'extensionlocale 
pour /es compacts est un 1もtractede voisinage d'un espace (a-compact) ayant la 
propriむed'extension pour /es compacts. 
4. Demonstration Ou Theoreme 
Puisqu'un retracte de voisinage d'un rもtracteabsolu est un retracte absolu de 
voisinage, le corollaire de la derniere section entrai'ne qu'il suftit de demontrer le 
theoreme dans le cas ou l'espace CJ-compact X a la propriete d'extension pour les 
compacts, ce que nous supposons desormais. 
Soient Q le cube de Hilbert et P = Q x I.Nous identifions Q au sous-espace 
Q x {O} de P. Fixons une distance d definissant la topologie de Q. Definissons 
une fonction continue① : Pxl→ P par 
<D((x,t),s) = (x,max(t,s)) 
Cette fonction vもrifie①(y, 0) = y pour tout y E Pet① (PX 10, I]) C P¥Q. 
Nous pouvons supposer que X est un sous-ensemble de Q. Soit£= 
(P¥Q) U X. 
LEMME 3. £est un retracte absolu. 
D紐ONSTRAT!ON. Soient y un espace metrisable, A un ferme de y et 
f:A→ £une fonction continue. Puisque P est un retracte absolu, i existe 
une fonction continue g : Y→ P tele que g(x) = J(x) pour tout x e A. Soit 
Cl.: y→ I une fonction continue tele que o.-1 (0) = A. Alo rs la fonction 
F: y→ £definie par 
F(y) =叫Y,o.(y) 
est un prolongement continu de / a Y. ?
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Pour prouver que X est un retracte absolu, i sufil de montrer que c'est 
un retracte de£, ce que nous ferons a l'aide du lemme suivant. Dans ce 
lemme, (x, t, s) representent les coordonnees d'un point de P x [1, ro[ = Q x /x 
[l, oo[ 
LEMME 4. I existe un voisinage W de X x [I,oo[ dans P x [I, oo[ elune 
fonction continue .f : W -,' 入 verifiant
a) pour lout entier m 2 1, d(f(x,t,s),x) < 1/m pour tout (ふい）e wn 
(P x [m,m + 1). 
Avant de demontrer ce lemme, montrons comment le theoreme s'en deduit. 
Soit V un voisinage ferme de Xx [I, ro[ dans£x [I, ro[ contenu dans W. Pour 
n~I, l'ensemble 01 des points (x,s) EX x [1,ro[ tels que {x} x [O, 1/n] x {s} 
soit contenu dans l'interieur de V (relativement a Ex [I, ro[) est ouvert dans 
Xx [I, 叫 etnous avons X x [I, ro[ = U:c. 01. Soit (J.1) une partition loca-1=1 
lement finie de !'unite sur X x [I, oo[ subordonnee au recouvrement ouvert { 01}. 
Alers la fonction rp : X x [ I, 文［一JO,I] definie par 
rp(x,s) = fに，(x,s)
n 
n=I 
est continue et tele que {x} x [O, り(x,s))x {s}こ Vpour tout (ふs)eXx[I,叫
puisque si入，，(x,O)¥-0, alors {x} x (0, l /n] x {s} c V. Definissons une fonction 
g:Xx[l,oo]→ X par 
g(x,s)={x SI S=OO 
J(ふり（ふs), s) si s < oo 
La continuite des fonctions / et rp et la condition a) entrafnent que 
g est continue. Puisque (P¥Q) x [I, oo[ est localement compact, lelemme l nous 
pe1met de trouver une fonction continue F: (P¥Q) x [I, co[→ X tele que 
FIV n (P¥Q) x p, oo[)= /IV n (P¥Q) x [L oc[). Puisque X est ferme dans 
E i existe une fonction continue 1 : £x [I, oo[→ JO, I] tele que 1/tlX x [I, ro[ I 
= <p.
Puisque X c Q = Q x {O} c P, nous avons, par dもfinitionde <P, (x, rp(x, s) 
= <P(、¥'.,<p(x,s),done g(x,s) =「（①(x, り(x,s),s)pour x EX et s < oo. Pour 
(x,s)eXx[I, 叫， nousavons t/J(x,s) =り(x,s), et le point (cf)(x, 1/t(x,s),s) 
appartient a V, d'ou F(<l>(x, t/f(x,s)),s) = /(① (x, rp(x,s)),s). 
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Posons h(x,s)=g(x,s) si (x,s)EXx[l,ooj, h(y,l)==F((D(y,1/i(y,l),l) 
si y E£. D'apres ce qui precede, ces definitions co・1ncidenl SUI'!'ensemble 
XX { I} ・ I (Ex {l})U et nous obtenons ainsr une fonction contmue 1: 
(Xx[l,co])→ X. 
Pour (y,s) E£x [!,co[, (J>(y,if;(y,s)) appartienl a P¥Q; posant H(y,s) = 
F(① (y, ij;(y, s), s) pour (y, s) EE x [I, co[,nous obtenons une fonclion cont111ue 
H: Ex[!, co[→ X prolongeant hl(E x {l})U(X x [1,co[). La fonction /J verifie 
done les hypotheses du lemme 2, done admet un prolongemenl eontinu 
k:Ex[l,co]→ X. Alors la fonetion r(y) = k(y, oo) est une retraction de£sur 
X, d'o11 le theorerne. 
DEMONSTRATION DU LEMME 4. Ecrivons X = Uこ1X,, ot:1 { X"} est une suite 
croissante de compacts. Pour n~I, soit <t, !'ensemble des couples (U, t:)ot'.1 U est 
un voisinage ouvert de X" dans Q et t: e JO, I]. Soit C/J = U X 1=1 統.Pour tout 
intervalle ferme borne J (eventuellement reduit a til point) de [I. x[ et tout 
lJ > 0,considもronsla propriete suivante, que peut OU non verifier un element 
(U,e) de <t. 
&(l,lJ): Si A est un ferrne de D x [O,e] x Jc P x [I, 叫,et siy: A→ X est 
une fonction continue tele que d(g(x,t,s),x) < r.pour tout point (x,1,s) de 
A, i existe une fonction continue g': D x [O, t:) x J→ X prolongeant g et 
tele que d(g'(x, l, s), x) <'1 pour tout point (x, 1, s) de D x [0,1:] x J. 
Evidemment, si (U',e') et (U,e) sont deux elements de <t, tels que U'こ Uet 
t:'~e et si(U, e) a lapropriete &(./, り），ien est de meme de (U',r.'). Nous avons 
besoin du fait suivant. 
LEMME 5. Quels que soient n~ I, /'intervalle Jenne borne J de [I, 叫 et
Yf > 0, iexiste un element (U, i;)de燒 ayan1la propri絨 !I'(j,り）．
DEMONSTRATJON. S I upposons econtra1re. Soit { U } 'l.; k k=I une suite d'ouverts 
de Q tele que X, = nw Uk= n 00 -k=t k=I Uk. Puisque (Uk, 1/k) n'a pas la propri砥
~(J, f), i existe un sous-ensemble ferme, done compact, Ak de広 X[O. I/kl X J 
et une fonct1on continue {/k : Ak→ X tele que d(似（ふI,s),、¥")< 1/c pour tout 
point (x, t,s) de Ak, mais qu'il n'existe aucune fonction g[: 広x[O, 1/k] x J→ 
X prolongeant 9k et venfiant d(gI (x,t, s),x) < 17pour tout point (ふt,s) de 
Uk x [O, 1/kl x J. 
Soit S= {O}U{l/klk2:: I} c R. D御 issonsdes sous-ensembles Y c z de 
S x P x J par 
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Z = ({O} X X1 X J) U凸}x伍:X [外]X j 
Y=({O}xX、,X J) LJ立{i}X Ak 
Ces deux ensembles sont compacts. Definissons une fonction g : Y→ X par 
g(O, ふs)= x pour (ふs)EX" x J et g(l/k, y) = 9k(Y) pour ye Ak. L'hypothese 
d(gk(x,t,s),x) < 1/k pour (ふI;s) E Ak garantit que g est continue. Puisque X 
a la propriete d'extension pour les compacts, i existe une fonction continue 
g': z —• X prolongeant g. Soit n la projection de S x P x J = S x Q x I x J 
sur Q. Pour (x,s) E X1 x J, nous avons g'(Oふ s)=冗(O,x,s).L'ensemble O des 
z E Ztels que d(.c/(z), n(z) < 17 est un voisinage de {O} x X1 x J dans Z. Puisque 
n:=I伍 x[O; 1/k] x J = X1 x J, i existe un entier k tel que {1/k} x Ok x 
[O; 1/k] x Jc 0. Definissons une fonction continue g[: Dk x [O, 1/k] x J→ X 
par g;_(z) = g'(l/k,z). Siz appartient a Ak, alors g'(l/k,z) = g(l/k,z) = gk(z), 
donc外prolonge{}k-Pour (ふt,s)E砧 x[O, 1/k] x J, nous avons 
d(ui(入（、 ・~) 、 入） = d(q'G,x,1,s),rc({x,1,s)) < IJ, 
ce qui contredit le choix de Ak et 9k-
?
Pour tout entier m ~ I, soil 11 = [m,m + I]. Le lemme 5 nous permet de 
conslruire inductivemenl LIil element (u、:I: 忍，:,1) de ~" de fa~on que Jes condi-
tions suivantes soienl verifiees 
( l ) l /111= り~I.I > e,: I > .> e:,. I> .. 
(2) Pour n~ I, (U"・") I 1-I と1.1, m.la apropnete f!l(J11,e11,1). 
, , I 
Par rもcurrencesur 1, construisons un element (Vi:.2, e11_2) de ~" venfiant 
(3) u,;:,2 cu,:.1-
(4) e;, 2 < e;:,. 1 ete; い＜外，~d (e,~,.2 = I /11). 
(5) (U" e") 
1 1-I 
Ill. 2> Ill. 2 a lapropnete &>(J11,min(e11_,e112). 
Choisissons inciuctivement des elements (v,:. 1, o;:,1) de <6, venfiant Jes con-
ditions suivantes (dans lesquelles on convient que Voり=Q et r,如＝］）．
(6) v,:. I C u,: l n u,:ー1.2
(7)釘，:,., < min(C:;,2,i;, ー1.2)et r5;:,., <針，け（的，I=J/m) 
• •11-l II 
(8) (V,: I ,I、‘'.;,.1) a la propnete &>({ 11}、l1tn(o11.1,Iぅ'.:,2,emー1,2)
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Choisissons enfin inductivement des elements (v,;_2, e; い） de篤 venfiant
(9) v,:, 2 C v,;: I 
(10) cJ:, 2 <釘，'.,.I et J:,, 2< 6:,す(c5:い=1/m) 
(11) (v,;:, 2, c5;:,, 2) a la propri砥 烈{m},min(針，:,,I'c!:, ―i)). 
L'ensemble V11 = Ucr. V" 1=1 11,2 
.. 
est un vo1s111a0e b ouvert de X dans Q. 
L'ensemble 
U11 = (l)U,;:,2 x J11)¥((Q¥V111) x {m}U(Q¥V11+1) x {m + I}) 
n=I 
est un voisinage ouvert de X x 11 dans Q x 11 tel que U11 n (Q x { m}) = 
v, X { m} et Um n (Q X { m + I })= Vm+ I X { m + I } . 
Recouvrons V11 par une famille吼，I={G., Iダ EA11}, localement finie dans 
V11, d'ouverts de Q tele que, pour toutダ EA11, G, soil contenu dans l'un des 
ensembles v,;:,2. Nous supposons les ensembles d'indices A11, m~I , deux a deux 
disjoints. Pour tout CJ. E A11, fixons un entier n(i:1.) tel que G, c I, 瓜り
A tout グ•eA111, associons un nombre a,e]m,m+l/2[, et posons H~"= 
[m, ao:[-Puisque la fa mi lie <§1 est localement finie dans V11, !'ensemble des indices 
A"'est dもnombrable,ce qui nous pennet de choisir les a, de fai;on que, pour 
tout 17 > m, i n'y ait qu'un nombre fini d'indices CJ. E A11 tels que a, ~ り.Cela 
garantit que la famille des ensembles C, x H;", ダ EA,1, est localement finie 
dans Um (tout ouvert de la forme Q x Jr;, m+ I] avec r, > m ne rencontre qu'un 
nombre fini de ces ensembles et, pour tout (x, m) E U11 n (Q { }) X m = JI、1,i y 
a un voisinage de x dans Q ne rencontrant qu'un nombre fini des C, avec 
a E A11). En outre, ces ensembles Go: x H;1 sont ouverts dans U11 et recouvrent 
U111n(Qx{m}). ・ 
A tout o.eA111+1, associons un nombre b,e)m+l/2,m+I[, et posons 
匹＝］似，m+ 1). Nous pouvons choisir ces nombres de fa~on que, pour tout 
り< m + I , in'y ait qu'un nombre fini d'indices et. E A11・ト1tels que b, s r;,et cela 
garantit que la fam1lle des ensembles C, x H;1, i:1. E A11+1, est localement finie 
dans U11. En outre, ces ensembles G, x H~", Cl. E A11・ト1 , sont ouverts dans U11 et 
recouvrent u,,,n(Qx{m+l}). 
L'ensemble 
F,. = U11¥ LJ C, x H ~" 
~eA,,,UA,,, ャI
est ferme dans Um et disjoint de Q x {m, m + I}. Les ensembles U" x J m.2 ,, n~ I, 
sont ouverts dans Q x lm et recouvrent Um. Nous pouvons done recouvrir le 
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fe11e Fm par une famile { Cク xHt I aE Bm} Jocalement finie dans Um叫 pour
tout a E Bm, Gr,. est un ouvert de Q tel que豆 soilcontenu dans l'un des 
ensembles u,;¥,2 etH;" = ]c2,d"[ avec mくら<d,. < m + I.Nous supposons Bm 
disjoint de Am u Am+I > ctposons rm = Am u Am+I u B,,. Pour tout ()(E Bm, fixons 
un entier n(o:) tel que G,. c U n(,) ,,_2 . La definition des entiers n(a) etles conditions 
(9) et (6) 0arant1ssent que C c U 咽o , m.2 pour tout a. E「m・
1(>.) 1(a) Pour a EA,,,, posons 17,. = b11_2, el pour Cl.EB, posons Y/a = e Pour 
()(Erm, SOit j,J/り＝乙 X[0, 1/~) X月；" cP x J,,. Posons 
m,2・
:c 
W = U U Wt 
m~I~E 几，
W est un voisinage de X x !J,ro[ dans P x [I,ro [. En efet, soit x E X. Si
m < s < m + l,alors (ふs)appart!ent a Um et i existe ct.E「,tel que (x, s) E 
C, x Ht; !'ensemble G, x [O月,]x Ht est un voisinage de (x,s) dans P x [I, 叫
contenu dans W;" c W. Pour 111~ I, i existe a E A11 tel que x E G,. Si m > 1,
alors Cク x[〇,/'/,]x (Ht UH;"一1)est un voisinage de (ふm)dans P x [I, w[ 
contenu dans w;n U rィit-ic W; le cas m = 1 estanalogue. 
La definition des ensembles W"' ,_ garantit que W"'n (P X m な { }) = Wt・-1 n 
(P x {m}) pour tout et. E A11 si m > I、etque Jes ensembles W;" avec a. E Am 
recouvrent W n (P x {m}) pout tout m. 
Ecrivons V11 = Ux: 炉KP OLI, pour tout p, , est ouvert dans O et 炉 estm p=I Ill 
compact et contenu dans x:,+1. Soit L{;, =屁¥Kかconvenonsque K,?, = L~, = 0-
Ecrivons U11 = u;, M,;,OU, pour tout q, M,;, est ouvert dans Q X J,, et M,;, 
est compact et contenu dans M,7,+1. Soil N,'f, =疋¥M,7;convenons que M,?, = 
況 =0-
La fonction f : W → X sera constru!le en quatre etapes. 
I Premiere etape. Pour m, p~I, constrmsons a restncnon de / a L点＝
（ L{;, x Jx {m})n W de fac;on qu'elle verifie la cond1t1on swvante・ 
b,)si (x,tm)EWt, ct.EA11 et n(o:)=n, alors d(f(x,t,m),x)< 
min(o" o"一I)1.I> m,2・
Pour n :? I, soit 
R111(11)= LJ Wtn(Px{m})= U G{tx[O, 叫 X {m}, 
咋 Am lE心
1(1)=11 11(0)=11 
＾ et soit Rm(n) = UC/) R11(j), de sorte que Rm(l) = wn(P x {11}). Par definition j=II 
de n(et.), G, est contenu dans V, 翌， etcom me YJ x = c5;;,<•; pour et. E A,., R1 (n) est 
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contenu dans V" x [O, 釘，;,2]x{m}.Puisque la famile <.1111={Cxlr.t.EA111} est 1,2 -
localement finie dans V11, i n'y a qu'un nombre fini d'indices CJ. E A11 tels que G~ 
rencontre le compact L伽doneles ensembles L;, nん(1)som compacts, et vi des 
＾＾＾ pour n assez grand. Comme R11(I) n Lf:, = L盆，isufit de constnure la restnct1on 
＾ de/ aux ensembles R11(n) n L盆parrecurrence descendante sur n, en partant d'un 
ent1er n assez grand pour que cette mtersect1on soit vide. Soil n un entier tel que 
la restriction de f a k11(n + !)n£P soit dもfinie.Si (x, r, 11) est un point de 
”’ 砧(n)= R11(n) n .R11(n +) ＾  InL盆， iappartient a un ensemble Wt avec 1(0.) = 
n'> n, done, par recurrence, d'apres b1) et (I 0), d(f (入,r.m),x)<r兄:2I s; か:,.2. 
Pu1sque U (n) est un sous-ensembl 
Ill 
e compact de v,; 2 x [O必:,Jx {1}, (11) nous 
fournit une fonction continue g,~ : v,; 五X(0ふ:;,_2]x {11} prolongeant /IL位(n)et 
tele que d(g,~(x, t,m),、i-)< min(o;,_ 1, o;;,~i). Nous prolongeons I ,¥凡， (1)n Lf:, en 
＾ posant f(y) = g,~(y) pour y E R11(n) n L位
Deuxieme etape. Pour m~I, construisons la restriction de / a (PX {m}) n 
W de fac;on qu'elle verifie la condition suivante: 
b2) si (x,t,m)E W;", CJ.EA11 et 1(0.) ==n, alors d(f(x.t.111), 入）＜
min(o"-1 e1 がI)
Ill. I , "'・2, Ill-I, 2 ・
Pour tout r.t E A,, 豆estcontenu dans V11, done W n (P x {m}) est contenu 
dans V11 x l { } V x m.1 est lareunion de la su1te cro,ssante d'ouvens {K"} avec 
Ill 
尺PcKが doneW n (P x { }) Ill Ill J m est la reunion de la suite croissante d'ensembles 
relativements ouverts { W n (K" x l { }) } ＾ Ill x m・, eti sufit de prolonger contmument 
/ a chacun des ensembles Kf:, =W n (尺点¥K.盈ー1)x / x {m}). Notons que Lt:,'est 
contenu dans KP・' 1 s1 p = p,p -I, eten est dtsJ01nt si p-:/-p'-:/p -I. 
I n'y a qu'un nombre fini d'indices a. E A、,tels que G, rencontre le compact 
豆 doneles ensemblesん(n)n k点sontcompacts, et vides si n est assez 
＾ grand. Puisque R11(!) n k盆＝紅， isufit de construire le prolongement de / a 
ばUI盆―iu(応(n)nk位） par recurrence descendante sur 1,en panant d'un n 
assez grand pour que R11(n) n紅 =0.
Soit n tel que la restriction de / a R.11(1 + l) n k盆soitdefinie, et soit 
(x, t,m) Ek位(n)= R,.(n) n (L;, U Lt: □ u(Rm(n + I)n K位）. 1existe et. E A11 avec 
n(rx) = n tel que (x, t, m) E W;", done si (x, t, m) appartient a LJ:, UL!, 戸， alors
d(f(x,1,m),x) <o;,_1 d'apres b1). Si (ふt,m) appartient a R11(n + I), i appartient 
a un ensemble w;'.1 avec n(a.') = n'> n, done d(f(入・,1,1),x)<o"'-l 
Ill, I s; o:,. I par 
recurence et (7). Puisque Rm(n) est contenu dans v,; 2 x (o,o;;,J x {m}, iest 
aussi contenu dans v,; 1 x [Oふ，:,.1lX {m} d'apres (9) et (10. . -) Pu,sque K'' 
JJ/ est 
un sous-ensemble compact de v,;:_ 1 x [O,o;,_ i x {m}, (8) nous fournil une fonc-
tion continue g,'. : v,;1 x [O,c兄:,il x {m}→ X prolongeant / I礼(1)et tele que 
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d(f(x, t,m) x) < min(o"―I II I ) m,I ,cm,2,em-1)-Nous prolongeons ./ a R11(n) en posant 
f(y) = g,:(y) pour y E R11(1)n.K. 点
Troisieme eLape. Notant r l'h omeomorphisme de Q x [I, co[ x I sur Q x Ix 
[I, co[= P x /1,oo[ defini par r(x. s. 1) ( ＝ x,t,s), constru1sons, pour m,q::_ J, la 
＾ restriction de f aux ensembles N盈=wnr(N,'!, XI) def ac;on que la cond1t1on 
suivante soit verifiもe:
b3) si (x, t,s) E w;1, o: E「," et1(0:) = n, alors d(f(入:,I, s), 入:)< min(e;;,, t:e;;,~ 
Pour n :2I, soit 
T,,(n) = U W~" = LJ G, x [O, 叫 x凡
XE「"'≪E「m
1(1)=1 n(,)=1 
Si (1. E心 (resp.A11+1), alors I'/,= <51(1) , 2 (resp. !> 1(i) 1(Y.) 11+1,2) $ i:1,2 d'apres (10) et 
1(1) (7), et si et. E Bm, alors 171 = I' Puisque Gク estcontenu dans U"(.x) pour tout 1, 2・ m,2
(/.Erm, T11(1) est contenu dans Uご，2X [Oふ:;,i]x 11. Posons九(n)= U (f) j=n Tm(}); 
alors f,,(l) = W n (P x J11). Puisque la famile des ensembles G., x凡 avec
o. Er,, est localement finie dans U11, i n'y a qu'un nombre fini d'indices a Er, 
tels que W;" n r(N,'/, x !) #-0, done !es ensembles f;,(1) n N,;, sont compacts, 
et sont vides pour 1assez grand. La fonction .f est d姐 definiesur汎n
(P { I}) . . ・ ＾x m. m + . etnous constru1rons sa restncuon aux ensembles NI/ n 1 (T,1(n) U 
(P x { m, m + 1}) par recurrence descend ante sur n, la recurrence demarant tri-
vialement pour n assez grand. 
Supposons .f definie sur凡'./,n T,,(n + I).L'ensemble凡盈(n)= N;{, n Tm(n) n 
(T11(1 + l)U (P x {m,m + I}) es! un sous-ensemble compact de u,:.2 x [O, i:;~,2] 
x J11. Soit (x,1,s) E汎(n).I existe et.E「1tel que n(a) =net que (x, t,s) E Wり
Si s = m (resp. m + I), alors et.E A11 (resp. A,,+ 1)et d(f(x, t, s),x) <外~'-2 d'apres 
叫 si(ふt,s) E i~11(n + I), alors, pour un certain 1 > n, d(f(x, t, s),x) < c 1'-) m,2 
s e" d'. 1,2 apres(4). La condition (5) nous fournit une fonct1on contmue 
h~ : u,:. 2X [O,f::12] X JIi―→ X prolongeant f IN肛(n)et tele que d(h,~(入:,t,s) , x)< 
min(e::,_ 1, e;:,~d). Nous prolongeons / a N,'!, n Tm(n) en posant f(y) = h,;(y) pour 
y E T,1(1) n沢，
Quain如meewpe. Pour m~I, nous construisons la restriction de .f a 
w n (PX Jm) de fa<;on qu'elle verifie la condition swvante : 
b4) si (ふ l,s)EW~",et.E 「111 et n(cr.) = n, alors d(f(x, 1,s),x) <外:,寸．
Comme dans ladeuxieme etape, i sufit de construire la restriction de / aux 
ensembles 1炉=wn r(材;,¥Miゲ） x /). lei encore, il n'y a qu'un nombre fini 
Ill 
d'indices a E「,1 tels que Wりnr(財，り xI) #-0, donc les ensembles M盈nT,,,(n)
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sont compacts et sont vides quand n est assez grand. Nous construisons encore la 
restriction de f aux ensembles化 nTm(n) par recurrence descendante sur n. 
Soit n tel que la restriction de J a灯"n九(n+ I) soit definie. La fonctron Ill f 
est done deja definie sur le sous-ensemble compact 
心(n)= T,1(n)n(N,'/,U凡ゲu(if;、い（九(n+l)U(Px {m,m+ !})))) 
de T,1(n) n M:f,. Soit (x, t,s) un point de M,'f,(n). Iexiste,: E「1tel que n(ct.) = n 
et (x,t,s) E w;n. Si (x,t,s) E凡:f,UN,'f,―1, alors d(/(ふI,s), 入）＜灼，:I.I d'apres bサ．
Si (x, t, s) E P x {m, m + I}, alors d(I(入，1,s),x)< e;位<e:,. I d'apres bサet(4). 
Enfin, si (x, t, s) E九(n+ I), alors, pour un certainが>n, d(f(x,t,s),x) < l , 1'-I Ill.I 
.$; e;:,, 1 par recurrence et (I). Puisque T11(n) est contenu dans u,:. 2x [O, e;,_ 2) x 11, 
I est aussi contenu dans u,;:, 1 x [O, e盆1)x 11 d'apres (3) et (4). La condition (2) 
nous fourmt une fonction continue h,: : u,;:1 x [O,tぅ:,1 X fm→ X prolongeant 
JIM盈(n)et teile que d(h,:(x,t,s),x) <硲討 Nous prolongeons f~i M:f1 n九(n)
en posant /(y) = h,:(y) pour y E T,,(n) n祀，．
Les conditions b4) et (I) entrai'nent a). O 
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